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知名的霍金博士在著作《時間簡史》（早川書房出版）中提到，出版一

般書籍「每增加一條數學式，書的銷量就會減半」。

當然我也非常清楚，世界上有許多的人都有著「數學式過敏症」。然

而，本書並沒有因此刻意迴避數學式，不如說，反而更加積極使用。這又是

為什麼呢？

答案是，為了能夠讓閱讀本書的讀者們充分理解作為高中數學頂端的微

積分的意義與價值。

 為了能夠「運用」微積分

在微積分相關的書籍中，有不少書籍為了顧及「數學式過敏症」的讀

者，會盡量不使用數學式來講解概念。這類書籍在內容上花費的心力也時常

讓我感到佩服。

然而另一方面，每次看到這樣的書籍，我也會抱持著

「這樣做有將微積分的魅力傳達給讀者嗎？」

的擔憂（真是多管閒事！）。

畢竟，微積分的偉大之處就是要實際使用後才能開始體會，拋開數學

式，僅憑圖像來理解概念，還是無法運用
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微積分吧。

世界聞名的指揮家小澤征爾先生曾經說過，

「將Do、Mi、So和弦的美妙聲響當作知識記在腦袋的人，與實際親自

嘗試用鋼琴彈奏出Do、Mi、So和弦後，感嘆『真是美麗啊！』的人，兩者

是截然不同的。」

這句話放在微積分也是同樣的道理。

微積分確實在很大程度上存在計算技巧的一面，但那絕不只是些小把戲

而已，而是人類為了抵達真理所獲得的寶貴技術，若不實際運用這些技術，

序言—站上高中數學的頂端吧
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是無法真正體會其便利及偉大的。

本書之所以沒有避開數學式的原因，是想要讓各位讀者們見證微積分計

算的真實樣貌後，能夠發出「哇，好厲害！」的驚嘆，或突然頓悟地拍膝蓋

說「原來如此！」。我相信這些過程也能夠成為各位「下次親自嘗試看看」

的範例。

 徹底填補「空白」的書

話雖如此，如果只是一味列出數學式的話，本書也沒有出版的意義了。

相信只要翻閱一下內容就能明白，本書在數式變形的詳細程度幾乎是其他書

籍無法比擬的。

另外，在數式變形的過程中會將使用的公式或過去學習到的內容盡可能

編排在數學式附近，所以我認為在本書的數式變形裡不會有「搞不清楚在做

什麼」的挫敗感。

當然，除了數學式，在文章中也準備了很多激發讀者好奇心的巧思，其

中既有如綠洲般，幫助因數式變形感到疲累的腦袋放鬆的內容，也有透過數

學式探討，將數學作為「語言」來理解的內容。

雖然很多人都說「微積分是高中數學的頂點」，但其實微積分在高中數

學並不是最困難的部分。要說困難的話，我認為整數、集合還有機率也絲毫

不遜色。

微積分被視為高中數學頂點的原因是，要理解微積分就必須先理解其他

各式各樣單元的緣故。學習微積分，會有原本分散的各個單元逐漸合而為一

的感受。我在高中時期，透過微積分曾多次感概「阿，原來那個單元就是為

了此刻才學習的」。

本書為了讓各位登上高中數學的頂點，對於必要的函數（三角函數、指

數函數、對數函數）、數列還有極限等內容都不會省略，而且將從原理及原

則開始說起，這也代表我們並不是把山腰當作起點，而是打算從山腳下開始

引導各位向前。

無論是數式變形，或者是作為前置的其他單元內容，這些被同類書略過

的「空白」處都會盡可能地在書中詳細說明，也因此對於已經有基礎的讀者

們可能會感到內容有些冗長拖沓。除此之外，也會有比我更專業的人指出數

學方面不夠嚴謹吧。

即便這樣也無妨。這本書是為了曾經學過微積分但只留下棘手印象
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（沒

有深入理解），或者雖然是文科生但對「理科的」微積分抱有高度興趣的人

所寫的。對於這些人來說，盡可能去填補那些「空白」會更有幫助，執著於

學問的嚴謹性反而會對理解內容造成阻礙，這是從我多年的教學經驗中得到

的結論。

對想要登上高中數學頂端的你，本書時而擔任領路人，時而化身成拐

杖，而當踏上頂點的那一刻到來，本書的使命就結束了。然而你並不需要對

之後的事感到擔憂，讀完本書後，你應該就具備獨自開始攀登下一座山頂的

實力了，也應該可以享受那讓人眼前一亮的優雅數式變形，還有那無懈可

擊、堅若磐石的數學嚴謹性吧。請拿出自信來，朝大學通識課的微積分參考

書繼續前進吧。

只要腳踏實地一步一腳印，一定能到達高中數學的頂端。雖然很遺憾沒

有纜車可以搭乘，但也因為如此，靠自己的雙腳站在上面時才更加喜悅。來

吧，拿出勇氣踏出第一步！
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⃝享受解開題目的喜悅
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首先從「函數與圖形」的基礎開始

現在開始，為了讓各位理解「何謂微積分？」，我們將一步步朝著山頂

邁進。雖然還在「登山口」就談論起「山頂上的風景」有劇透（或者是造成

誤解）的風險，但請讓我冒著風險說，微分就是「分析」，積分就是「總

和」！

在本書中，為了讓各位理解這一點，將依照

平均變化率的極限	→	微分	→	微分的反運算	→	積分	→	積分的含義

的順序來介紹。

關於「平均變化率」下一節會詳細說明，這裡我們只要先知道，「發

現」微分的牛頓及萊布尼茲等人的目標是，針對球在斜坡上滾動的速度會隨

時間變化的現象進行深入分析。

那麼，分析變化的現象指的是什麼？

指的就是將極小的變化放大後抓住那個「瞬間」！

話雖如此，一下子就要分析隨機變化的現象，門檻實在太高了。因此，

本書提到的變化會在「某種確定的規則」下進行，換句話說，我期望的目標

是，能夠用微分來分析單一原因對應唯一結果的變化。

所謂的「單一原因對應唯一結果」指的正是「函數」。

註）[　]稱為高斯符號。

　　稍後會解釋⋯⋯。

問 題

請畫出下列函數 f x] g 的圖形，請注意 [x]表示的是不大於

x的最大整數。

f x x x=] g 6 @（ x2 21E- ）

01
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 日文的關數就是「函數」

各位知道函數（日文為關數）在日文中原本也寫成「函數」嗎？原本在

日文中「函」就是「箱子」的意思，所以日文的「關數」＝「函數」，指的

就是「箱內的數」。

這名稱應該是將輸入的某個值（例如x）放入「箱子（函）」後，便會

得到輸出的某個值（例如y）這種印象來命名的吧（下圖）。

yx

yx

假設⋯

輸入 輸出
箱子

箱子

的時候

箱子的真面目為 y=2x+1

5

3

2

73

1

「y是x的函數」，用英文來說的話就是 y is a function of x，因為稍嫌

冗長，在數學上會將其簡化成 y f x= ] g 來表示。

y若要成為x的函數，其重要關鍵在於：根據x的值，y會有唯一的對應

值。如果是像「扭蛋機」一樣，箱子的輸出為隨機數值，同樣放入100元卻

無法知道會得到什麼結果的話，作為函數的「箱子」是不及格的。

另外，即使輸出不是隨機，若輸出結果不是唯一的話，也不能稱作「函

數」（參考下方註解）。

註）x與y的關係如下式時（實際上為圓的方程式）

　　　　x y 52 2+ =

　　y可以稱作是x的函數嗎？

　　假設將x＝1代入後

　　⇔　 y1 52 2+ =

　　⇔　 4y 2=

　　⇔　 2 or 2y = -

　　根據上式會得到 y 2=  及 y 2=-  這

2種可能，所以y不是唯一對應值。

也就是說，這式子表示的y不能說

是x的函數。

　　（針對進階讀者的補充說明）

　　　　「這不是隱函數嗎？」，相信部分讀者會有此疑問。若將上式視為隱函數

來分析的話，通常只會考慮某一點周圍而已，在這樣的條件下確實能夠稱為

「函數」，因為1個x會對應到唯一的y值。

O

？

x1

2

1

-1

-2

-1 2-2

y

◇ 函數 or 關數？

日本使用「關數」作為通用的表示方式是比較近代的事情。1958年，當

時的文部省為了盡可能使用當用漢字（即現代常用漢字）來統一學術用語，編

纂了《學術用語集》，而此舉直接成為改變的契機。在學習指導要領中，統一

用「關數」作為表記是1969年後的事情，現在仍有一部分的數學家偏好用

「函數」這個詞彙。
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當y會根據x的值有唯一對應值時，即可說

「y為x的函數」

上述可以表示為下式。

y f x= ] g

重點整理 「函數」的定義

 y f x= ] g 的圖形

隨著x的變化，y變化的情況用圖形來看便一目瞭然。在國中數學裡，

我們學習過1次函數 y ax b= +  及基本的2次函數 y ax 2=  ，其各自的圖形

如下。

O x

y

１次函數

y=ax+b

O x

y

２次函數

y=ax2

註）y ax 2=  的圖形就是所謂的拋物線。

　　若a值（正確來說是a的絕對值）增加後，y值會急速增加，整體圖形就會變成

更狹長的形狀。

 理解函數＝理解圖形

在高中數學尚未學習微分前所學到的函數只有1次函數、2次函數，還

有三角函數、指數函數及對數函數（之後會逐一詳細說明），全部就這5種

而已。這是因為在不使用微分的情況下，能（大致）看出變化的函數也只有

這些了。

指數函數

O

y

1

2

3

4

5

6

-2 -1 1 2 3

y=ex

x

O 1 2 3 4 5

y

1

2

--

--

1

2

3

4

y=logx

x

對數函數 註）自然對數

O

y

1

1--

y=sinx

r
2

r3
2

r5
2

r7
2

2r 3r 4rr
x

三角函數
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但學習微分後不僅能分析複雜的函數，也能畫出函數的圖形來！而且，

能夠畫出該函數最大值及最小值的圖形，正是理解該函數的唯一方式，敬請

期待接下來的內容！

y f x= ] g 的函數圖形指的就是，可以代入該式（並滿足該式）的點所

組成的（集合）。將a值代入到 y f x= ] g 的x中可以得到（ ,a f a] g）的

點，該點一定會在 y f x= ] g 的圖形上。雖說此為理所當然的事卻很重要，

所以請容我強調這一點。

O x

y

y=f (x)

(a, f (a))f (a)

a

基於目前為止的內容，我們再回頭看看開頭的問題。

O 1-1
-1

1

2

3

4

5

y

-2

-3

-4

-5

-2-3-4-5 2 3 4 x

y=
x3

x2-1

O x1 2 3 4 5

y

1

y=x2e-x
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題目中提到，「[x]表示的是不大於x的最大整數」，這裡的 [　]稱為高

斯符號。具體說明如下。

　　 .0 5 1- =-6 @ （不大於 .0 5-  的最大整數為 1- ）

　　 00 =6 @ （不大於0的最大整數為0）

　　 . 00 5 =6 @ （不大於0.5的最大整數為0）

　　 11 =6 @ （不大於1的最大整數為1）

將高斯符號畫成圖形後，就會變成下列的階梯狀圖形。

答解 問題於第9頁
一邊看左邊的圖形，一邊將各個階梯的部分寫成數學式看看吧。

 x

2

1

0

1

=

-

-6 @ *  

（ x2 11E- - ）

（ x1 01E- ）

（ x0 11E ）

（1 2x1E ）

　　　　　　　　x x

x

x

x

2

0
=

-

-6 @ *  

（ x2 11E- - ）

（ x1 01E- ）

（ x0 11E ）

（1 2x1E ）

原本井然有序的階梯狀圖形，變成像下一頁散亂的圖形。

在兩邊   乘上xx# x#

O x1

1

2

3

y

-1-2-3

-3

-2

-1

2

y=1

y=0

y=-1

y=-2

y x= 6 @
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O x1

1

2

3

4

y

-1-2-3

-1

2

y=-2x

y=-x

y=x

y=0

y= x x6 @

這個函數最終可以分解成幾個1次函數或常數（全都是直線），因此沒

有必要用微分來畫出圖形，但更複雜的函數就另當別論了。

ColumnColumn

卡爾．弗里德利希．高斯
（1777−1855）

如果有「人類史上最擅長數學的三大人物」排行的話，卡爾．弗

里德利希．高斯毫無疑問是與阿基米德還有牛頓一同名列的大天才。

據說他幾乎影響了近代數學的所有領域，而且在物理學領域也留下不

少成就。

高斯從小就將才華發揮得淋漓盡致，也流傳許多關於他的神童事

蹟，其中有一個故事特別著名。

高斯10歲時，學校的老師故意刁難，出了道題目請學生將1到

100的數字全部加起來，在其他學生埋頭苦算時，高斯用下列方法一

下子就得到答案。

高斯少年的思考方式

 S =   1 +   2 +   3 + ...  98 +  99 + 100

+ )  S = 100 +  99 +  98 + ...   3 +   2 +   1

2S = 101 + 101 + 101 + ... 101 + 101 + 101

= 101#100

因此得出  S = 101#50 = 5050

當然，他事先並不知道這個方法，據說是在當下靈機一動得出的

答案，順帶一提，按照上面的思考方式就能夠導出「等差數列和的公

式」（P31）。老師大概驚訝得說不出話來吧⋯⋯。
微分的目的是為了分析函數的變化！只要

能夠微分，就能畫出圖形來理解函數哦。



20 21

01

微
分
之
卷

抓
住
變
化
的
第
一
步

︱
平
均
變
化
率

02

抓住變化的第一步—平均變化率

為了深入理解微分（不僅僅是表面而已），從現在開始我們會分成幾個

小節來做準備。首先是「平均變化率」！對試圖分析函數的人類而言，會想

先「取平均看看吧」是很自然的事。當然，用平均變化率來觀測變化也只能

看到大致
4 4

情況而已，但對於挑戰函數來說無疑是人類重要的第一步。

所謂的「變化率」指的就是在國中數學提到的「變化的比例」。變化的

比例定義長什麼樣子呢？答案是，

x
y

變化的比例（變化率）
的變化量
的變化量

=

假設 2 1y x= +  時，x從1變化到3的對應關係就像下表，

根據表格可以計算為

問 題

設函數 f x x2 12= +] g  ，請求出x從a變化到b時的平均變

化率。

x 1 → 3

y 3 → 7

但「變化的比例」這種說法似乎有些幼稚（？），所以之後請讓我統一

用「變化率」來稱呼。

接下來，讓我們看看變化率在圖形上代表什麼意義吧。從下圖中的

點 A 1 3，] g 和 3 7B ，] g 來看，「x的變化量」是以AB為斜邊的直角三角形

的「橫向」長度，「y的變化量」為「縱向」長度。也就是說，變化率代表

的就是「斜率」。
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